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MATHEMATICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. IV 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of March 27, 1965) 
Die in I und II gegebenen Definitionen von allgemeinen R-Integralen 
und von oberen und unteren allgemeinen R-Integralen in Rl lassen sich 
in euklidische Raume Rn (n;;;;;2) ubertragen; beispielsweise betrachten wir 
hier n = 2, fur eine Spezialklasse von W-Funktionen. 
§ 20. 'Ij!(i) sei eine endlichwertige, beschrankt additive Segmentfunktion, 
definiert fill aIle Segmente in R2 (Seiten parallel zu den rechtwinkligen 
Koordinatenachsen) und von beschrankter Variation auf jedem Segment. 
Fur ein (offenes) Intervall i(Xl, X2; Yl, Y2) = i(Xl <X<X2; Yl <Y<Y2) sei 
W[i(xl, X2; Yl, Y2)]= lim 'Ij!{i[Xl +hl' X2-h2; Yl +h3, Y2-h4]}. 
hr-'O; hi > 0; i =1.2.3.4 
Fur ein lineares Intervall i1(xo; Yl, Y2) = i1(x=xo; Yl <Y<Y2) sei W[il(XO; 
Yl, Y2)]= lim 'Ij!{i[xo-hl' xo+h2; Yl +h3, Y2-h4 ]}; analog laBt 
hr+O; hi > 0; i=1. 2. 3. 4 
sich W[i2(Xl' X2; Yo)] definieren. SchlieBlich sei fUr eine Menge, welche 
nur einen einzelnen Punkt (xo, yo) enthalt, W[{(xo, yo)}] = lim 
hr+O; hi > 0;;=1.2, 3. 4 
'Ij!{i[xo-hl' xo+h2 ; YO-hI, yo+h2]}. AIle (endlichen) Grenzwerte existieren 
immer. Die (eindeutige) Erweiterung der Definitionen von W fur (offene) 
zweidim. und lineare Intervalle und aus einem einzelnen Punkt aufgebaute 
Mengen zu den M engen des kleinsten, die oben genannten M engen um-
fassenden Mengenkorpers K, wobei die Mengenfunktion beschriinkt additiv 51) 
sein soIl, liegt auf der Hand; wist wieder a-additiv fur die M engen von 
K 52). Die zweidim. und die linearen Intervalle (parallel zur x- und 
y-Achse) und die aus einzelnen Punkten aufgebauten Mengen bilden 
die Basis Ko von K. 
Die Definitionen der positiven, negativen und totalen Variationen von W, 
bzw. G, g, T, fur die Mengen von K sind wie ublich. AIle sind endlich, 
beschrankt- und a-additiv, wobei w(A) =G(A) +g(A), T(A) =G(A) + Igl(A) 
fur jede Menge A E K. 
51) Das soIl auch hier bedeuten (wie in I, Fu13. 1): P aus P EK, Q EK, p·Q=O 
folgt !P(P+Q)=!P(P)+!P(Q); 2° aus A EK folgt die Endlichkeit der oberen Grenze 
aller I!P(E)I-Werte mit E ~ A, E E K. 00 
52) D.h.: aus An E K (n = 1,2, ... ), Aj·Ale = O(f =1= k), ~ An E K folgt 
00 00 
!P( ~ An) = ~ !P(A .. ). 
,,=1 .. -1 
24 Series A 
366 
Wir beschranken uns hier auf die Spezialklasse, sr, der (j'J-Funktionen, 
deren jede fur jedes lineare I ntervall und fur jede einen einzelnen Punkt 
enthaltende Menge den Wert Null hat; dies gilt dann auch fur die 
zugehOrigen T-, G- und g-Werte. 
Definition. Eine zu einem zweidim. Intervall io - io(a<x<b; c<y<d) 
geh6rende Riemann-Klasse S!( [io] sei eine Klasse ven den einzelnen 
Punkten (x, y) von 20 zugewiesenen Umgebungen i((x, Y)), also mit 
(x, y) E i((x, y)). 
Satz. Zu io und S!( [io] gibt es eine Zerlegung von io in endlich viele 
Intervalle UI, ... , u. von folgender Beschaffenheit 53): 1 ° Ui· Uj = 0 (i =1= j) ; 
• 
2° L Uj=uo; 3° fur jedes Uj mit Uj C Uo gibt es einen Punkt (Xj, Yj) E Uj 
i=l 
mit Uj ~ i((xj, Yj)) E S!( [io]; 4° fur jedes Uj, welches Randpunkte mit io 
gemein hat, gibt es einen gemeinsamen Randpunkt (Xj, Yj) mit 
Uj ~ i((xj, Yj)) E S!( [io]; zu den Randpunkten (Xj, Yj) gehOren bei einer 
solchen Zerlegung immer die Punkte (a, c), (a, d), (b, c), (b, d). 
Beweis. Eine besondere Zerlegung der gewunschten Art wird durch 
mehrmalige Anwendung von I, § 1, Satz erhalten. 
Zu jedem ~, mit a ~ ~ ~ b, gibt es ein lineares Segment [x=~; 
c ~ Y ~ d], zu deren Punkten durch S!( [io] zweidim. Umgebungen 
hinzugefugt sind, welche auf der Geraden x = ~ als Durchschnitte line are 
Umgebungen fur diese Punkte liefern. Anwendung des zitierten Satzes 54) 
liefert endlich viele Punkte (~, Yj) mit C<YI<Y2< ... <Yk(~}<d, und: 
1° das line are Intervall (~;c'YI)Ci((~,C))Es!([io]; 2° (~;Ykw,d) 
C i((~, d)) E S!( [io,]; 3° zu j = 1, ... , k(~) -1 ein ij, wobei Yj<ij<Yi+1 und 
(~; Yj, Yi+I) ~ i((~, ij)) E S!( [ioJ. Es wird deutlich sein, daB es nun positive 
hl(~), h2(~) gibt mit: 1° das zweidim. Intervall (~- hl (;), ~ + h2(~); c, YI) C 
C i((~, c)); 2° (~-hl(~)' ~ +h2(~); YkW' d) C i((~, d)); 3° fur j = 1, ... , k(~)-1 
das zweidim. Intervall (~-hl(;), ~+h2(~); Yj, Yi+I) ~ i((~, ij)). 
Der so entstandene Vertikalstreifen (~-hl(;), ~+h2(~); C, d) gibt auf 
der x-Achse fur den Punkt ~ eine (lineare) Umgebung i'(n - (~-hl(~)' 
~+h2(~)). Es wird nun wohl deutlich sein, wie erneute Anwendung des 
zitierten Satzes, diesmal auf die Punkte ~ von [a, b] mit den eben 
genannten Umgebungen i'(~) 54), zu der im Anfang des Beweises ange-
gebenen speziellen Zerlegung von io fuhrt. 
Definition. Die Riemann-Klassen in io(E Ko) sind partiell geordnet; 
dabei ist S!( [io] ~ S!(' [io], falls fur jeden Punkt (x, y) E 20 zwischen den 
(x, y) durch S!( [io] bzw. S!(' [io] zugewiesenen Umgebungen im [(x, y)] bzw. 
i m, [(x, y)] gilt: 
im [(x, y)] ~ im, [(x, y)]. 
53) Randpunkte von Zerlegungsintervallen werden dabei vernachlassigt. 
54) Eigentliche Trennungspunkte gibt es hier nicht; N fallt mit dem linearen 
Intervall zusammen. 
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Definition a. Jede gemaB dem vorigen Satz einer Riemann-Klasse 
2l rio] zugeordnete Zerlegung von io ist eine 2l [io]-Zerlegung. 
Definition b. Zu einer endlichwertigen (eindeutigen) Funktion fund 
der Klasse aller 2l [io]-Zerlegungen von io (gemaB Def. a nebst Satz) 
bilde man ftir jede derartige Zerlegung die Summe 
(57) L' f(Xj, Yj) .T[uj], wobei nur tiber solche j summiert wird, ftir die 
(i) 
(Xj, Yj) E io. Die Gesamtheit aller Werte von (57) fUr aIle moglichen 
2l [io]-Zerlegungen, bei 2l rio] fest, liefert eine im allgemeinen mehrwertige 
Riemann-Summe fur f: F[f; {2l rio]; T}], mit abgeschlossener Htille 
F[f; {2l [io]; T}]. 
Bemerkung. Aus 2l rio] ~ 2l' rio] folgt F[f; {2l rio]; T}] ~ F[f; 
{2l' [io];T}]. 
Definition c. Falls es zu einer in io endlichwertigen Funktion f 
Folgen 2l(1) rio] ~ 2l(2) rio] ~ ... ~ 2l(k) rio] ~ ... von Riemann-Klassen gibt, 
f tir die die abgeschlossenen Htillen der Riemann -Summen F [f; {2l (k) [io] ; T}] 
sich ftir k --+ CX) in einen Punkt I[f; io; T] (von R1) zusammenziehen, so 
betrachte man f als integrierbar, und definiere durch den (endlichen) 
Grenzwert I[f; io; T] das allgemeine Riemann-Integral von f uber io in 
bezug auf T: 
(57biS) fiofdT=I[f;io;T]= lim F[f; {2l(k) [io];T}]. 
k--+oo 
Bemerkung. Die eindeutige Bestimmtheit des Integralwertes folgt 
leicht mit der vorigen Bemerkung. 
§ 20bis• Satz. Hat f ein allgemeines R-Integral tiber io(EKo) in bezug 
auf die positive Variation G von (/J, und ebenso in bezug auf Igl, so 
existiert auch das allgemeine R-Integral tiber io in bezug auf T, mit 
fto f dT= fio f dG+ fiO f dlgl·55 ) 
Definition d. Existieren die allgemeinen Riemann-Integrale der 
endlichwertigen Funktion f tiber io in bezug auf G und Igl, so definieren 
wir das allgemeine Riemann-Integral von f uber io in bezug auf (/J als eine 
Differenz: 
fto f d(/J = fto f dG- fto f dlgl· 
§ 21. Definition. Unter den in Definition b von § 20 gemachten 
Annahmen sei 
F[o] [f; {2l rio]; T}]=obere Grenze aller Werte der 
und 
mehrdeutigen Riemann-Summe F[f; {2l rio]; T}], 
F[u] [f; {2l rio]; T}]=untere Grenze der Werte von F[f; {2l rio]; T}]. 
55) Vergl. I, § IbiS, Satz. 
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Zu einer Folge sn(l) [io]:> ... :> sn(k) [io]:> ... gibt es also obere und 
untere Grenzen, fur die: 
F[o] [f; {sn(l) [io];T}]~ ... ~F[o] [f; {sn(k) [io];T}]~ .. . 
und 
F[u] [t; {sn(l) [io];T}]~ ... ~F[u] [f; {sn(k) [io];T}]~ .. . 
Gibt es endliche F[o] und F[u], so seien das obere und das untere 
allgemeine Riemann-Integral von t in bezug aut Tuber io bzw. definiert 
durch: 
und 
Iio t dT = untere Grenze aller F[o] [f; {sn [io]; T}] 
iio t dT = obere Grenze aller F[u] [f; {sn [io]; T}], 
woraus dann leicht, nebst ihrer Endlichkeit, folgt: 
IiO t dT~iiO t dT. 
Auch gibt es dabei eine Folge sn(l) [io] :> ... :> sn(k) [io]:> ... , mit 
(58) 
und gleichzeitig 
(58biS ) 
IiotdT=lim F[o] [f; {sn(k) [io];T}] 
ito t dT = lim F[u] [f; {sn(k) [io]; T}]. 
Theorem 25. Notwendig und hinreichend zur Existenz von Iio t dT 
ist Existenz und Gleichheit der oberen und unteren Integrale; dabei 
ist dann 
§ 22. Definition. Eine zu einem linearen Intervall i1 - il(;; C, d) 
[i2 = i2(a, b; 1])] gehOrende Riemann-Klasse sn [i1 ] [sn[i2]] sei eine Klasse 
von den einzelnen Punkten (;, y) [(x, 1])] von il [i2] zugewiesenen zweidim. 
Umgebungen i(;, y) [i(x, 1])]. 
Die Einfuhrung einer partiellen Ordnung fur diese Riemann-Klassen 
ist evident. 
Satz. Zu il und sn [il] wie in der Definition liiBt sich eine Uber-
deckung 56) von il bilden: es gibt y-Werte T:O=C<Yl <T:l <Y2< ... < 
<Ym-l <T:m-l <Ym<d=T:m, und zugehorende zweidim. Uberdeckungs-
intervalle u(; - 150, ; +15'0; c, Yl) C i((;, c)) E sn [id; u(; - 151, ; + 15'1; Yl, Y2) ~ 
~ i((;, T:l)) E sn [i1 ]; ... ; u(; - 15m-I, ; +15' m-l; Ym-l, Ym) ~ i((;, T:m-l)) E 
E sn [i1]; u(; - 15m, ; +15' m; Ym, d) C i((;, d)) E sn [id. 
Eine analoge, zu sn [i2 ] gehorende Uberdeckung liiBt sich fur i2 bilden. 
Definition a'. Jede gemiiB dem vorigen Satz einer Riemann-Klasse 
sn [ij] (j = 1 oder 2) zugeordnete Uberdeckung eines i j ist eine sn [i j ]-
Uberdeckung. 
56) Randpunkte von zu 'iI gehorenden Uberdeckungsintervallen werden dabei 
vernachlassigt. Zur Ableitung vergl. den Beweis des Satzes in I, § 1. 
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Definition b'. Zu einer endlichwertigen (eindeutigen) Funktion I 
und der Klasse aller Il{ [il]-Uberdeckungen von i l (gemaB Def. a' nebst 
Satz) bilde man flir jede derartige Uberdeckung die Summe 
n-l 
(59) .2 I(~, Tk)·T[u(~-(h, ~+b'k; Yk, Yk+l)]. 
k~l 
Die Gesamtheit aller Werte von (59) flir aIle moglichen Il{ [il]-Uber-
deckungen, bei Il{ [il ] fest, liefert eine im allgemeinen mehrwertige Riemann-
Summe lur I: F[f; {Il{ [il ]; T}], mit abgeschlossener Rlille F[f; {Il{ [il ]; T}]. 
Bemerkung. Aus Il{ rid ~ Il{' [il ] folgt F[f; {Il{ [il ]; T}] ~ F[f; 
{Il{' [il ]; T}]. 
Definition c'. Falls es zu einer auf il endlichwertigen Funktion I 
Folgen Il{(l) [il ]::) 1l{(2) [il] ::) ... ::) Il{(k) [il]::) ... von Riemann-Klassen gibt, 
flir die die abgeschlossenen Rlillen der Riemann-Summen F[f; {Il{(k) [io]; T}] 
sich flir k --+ 00 in einen Punkt I[f; il ; T] (von R l ) zusammenziehen, so 
betrachte man I[f; il ; T] als den Wert des allgemeinen Riemann-Integrals 
von I uber i l in bezug aul T: 
Iil/dT=I[f;il;T]= lim F[f; {Il{(k) [il];T}]. 
k_co 
Analog laBt sich Ii2 I dT definieren. 
Bemerkung. Die eindeutige Bestimmtheit der 1ntegralwerte folgt 
mit der vorigen Bemerkung. 
Theorem 26. 1st I endlich in den Punkten einer linearen Menge 
i j (j = 1 oder 2), so existieren Iii I dT und Iii Itl dT als allgemeine Riemann-
1ntegrale in bezug auf T, und haben immer den Wert Null. 
Beweis. Betrachten wir den Fall eines il = il(~; C, d). 13 sei eine 
willktirlich positive Zahl, mit 13 = 131 + ... + Bn + ... (jedes Bn> 0), und il sei 
co 
gleich .2 En, wobei En die Teilmenge von iI, in deren Punkten 
n~l 
(~, 1')): n-1 ~ I/(~, 1'))1 <n (n= 1,2, ... ). Eine Riemann-Klasse Il{ [il ] machen 
wir in folgender Weise: jedem Punkt (~, 1')) EO En sei als Umgebung 
i((~, 1'))) ein (nur von n abhangendes) 1ntervall (~-bn, ~+b'n; c, d) mit 
n·T[(~-bn, ~+b'n; c, d)]<Bn, zugeordnet; die Umgebungen der Punkte 
(~, c) und (~, d) sind willklirlich zu wahlen. Flir jede (gemaB Def. a') 
zugehOrige Il{ [id-Uberdeckung sind dann aIle Werte der (gemaB Def. b') 
zugehOrigen Riemann-Summen F[I/I; {Il{ [id; T}] kleiner als B. Mit Def. c' 
folgt daraus die Behauptung des Theorems. 
Definition d'. Mit den nach Theorem 26 liber idj=l oder 2) 
existierenden allgemeinen R-1ntegralen von I in bezug auf G und Igl, 
beide vom Werte Null, definieren wir 
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Definition e. Fur eine nur einen Punkt (x, y) enthaltende Menge 
definieren wir die allgemeinen R-Integrale wie folgt: 
und ebenso 
h:,y} IdT=/(x, y).T[{(x, y)}]=O, 
S{X,y} I dG= S{X,y} I dlgl = S{X,y} I d(/J=O. 
§ 23. Theorem 27. Die allgemeinen Riemann-Integrale in bezug 
auf T, G, Igl und (/J auf einer Basismenge H (also E Ko) sind line are 
Funktionale, d.h. aus der Existenz dieser Integrale fur die endlichwertigen 
Funktionen I, g und bei lX, {3 willkurliche Konstanten folgt die allgemeine 
R-Integrierbarkeit von lX·I+{3·g, mit 
SH (lX' 1+ (3 .g) dT =lX fH I dT + {3 fH g dT, 
und weiter analoge Relationen fUr G, Igl und (/J. 
Theorem 28. I sei endlich in io(a, b; c, d). Fur a<~<b folgt aus der 
Existenz des allgemeinen R-Integrals flo I dT die Existenz der allgemeinen 
R-Integrale f£O'(a,;;C,d) I dT und fio"(;,b;C,d) I dT, und umgekehrt. Dabei ist 
f10(a,b;c,d) I dT = f10'(a, <;c,d) I dT + fio"(;,b;C,d) I dT. 
Fur jeden y-Wert 1] mit c < 1] < d gibt es ein analoges Resultat. 
Beweis. Existiert Sto Id T, so laBt sich bei positivem 8 eine Riemann-
Klasse 2l rio] angeben mit 
(60) Ifio I dT - F[/; {2l [io]; T}]I < 8. 
Aus Sil(;;C,d) III dT = 0 (Th.26) folgt bei dem gewahlten 8 die Existenz 
einer Riemann-Klasse 2l rio] (§ 22) mit 
(61) W[I/I; {2l [id;T}]1<8. 
Durch teilweise Einschrankung der Umgebungen entsteht aus 2l rio] 
eine neue Riemann-Klasse 2l' [io]: 1° fur (x, y) E i'o (a, ~; c, d) sei 
i'((x, y)) = i((x, y))·i'o, mit i((x, y)) E 2l[io]; 2° fiir (x, y) E i"o(~, b; c, d) 
sei i'((x,y)) =i((x,y)).i"o, mit i((x,y)) E2l rio]; 3° fur (~,y) Eil(~;c,d) 
sei i'((~, y)) = i((~, y)) ·i;((~, y)) ·io miti((~, y)) E 2l [io]und i~((~, y)) E2l rid, 
wahrend fur die Punkte (~, c) und (~, d) Umgebungen i'((~, c)) bzw. 
i'((~, d)) gewahlt werden sollen, welche liegen in den diesen Punkten 
durch 2l rio] und 2l [i1 ] zugeordneten Umgebungen; die Umgebungen der 
ubrigen Randpunkte von io bleiben ungeandert. Die neuen Umgebungen 
der Punkte von il lief ern eine (eingeschrankte) Riemann-Klasse 2l' [il]' 
Aus (60) folgt nun umsomehr 
ISioldT-F[f; {2l' [ioJ;T}]1<8, 
wodurch fiir je zwei Werte von F[f; {2l' rio]; T}] die absolute Differenz 
kleiner als 28 ist. Aus (61) folgt, daB die in ihr gegebene Abschatzung 
auch fur jeden willkiirlichen Wert von F[I/I; {2l' [io]; T}] gilt. 
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Die durch 2{' [in] den Punkten von i'o zugeordneten Umgebungen 
bilden eine Riemann-Klasse 2{' [i'o]; die durch 2{' [in] den Punkten von 
i"o zugeordneten Umgebungen bilden eine Riemann-Klasse 2{' [i"o]. 
Fur zwei Werte von F[f; {2{' [i'o]; T}] gibt es zugehOrige Zerlegungen 
von i' 0, bei welchen die an x = ~ grenzenden Zerlegungsintervalle Teil 
ausmachen von 2{' [i1J-Uberdeckungen von il(~; c, d) (siehe § 22, Satz 
und Def. a'). Nach dem vorletzten Absatz haben fur diese Uberdeckungen 
die zugehOrigen Werte von F[lfl; {2{' [iI], T}] eine absolute Differenz 
< 28. Wir durfen dabei voraussetzen, daB in beiden Fallen die rechten 
Seiten der Uberdeckungsintervalle auf derselben Geraden x = ~ + LI, mit 
LI positiv und willktirlich klein, liegen. Bei einer weiteren Verschiebung 
von x=~+LI gegen x=~ hin bleibt der Absolutwert der eben betrachteten 
Differenz immer < 28. 
Mittels einer derartigen Verschiebung und unter Anwendung der 
Konstruktion im Beweise des Satzes von § 20 laBt sich eine 2{' [i"o]-
Zerlegung von i" 0 erhalten, bei der die an x = ~ grenzenden Zerlegungs-
intervalle einen Streifen von io zwischen x = ~ und x = ~ + LI' (mit 0 < LI' < LI) 
ausfullen. 
Nun erhalten w'ir zwei 2{' [ioJ-Zerlegungen, die erste gebildet von den 
nicht an x = ~ grenzenden Zerlegungsintervallen der einen im vorigen 
betrachteten 2{' [i'o]-Zerlegung, von den Uberdeckungsintervallen der 
zugehi:irigen 2{' [iI]-Uberdeckung, auf der rechten Seite reichend bis 
x=~+LI', und von den nicht an x=~ grenzenden Zerlegungsintervallen 
der im vorigen Absatz betrachteten 2{' [i"o]-Zerlegung; die zweite Zer-
legung wird gebildet von den nicht an x = ~ grenzenden Zerlegungs-
intervallen der anderen im vorigen betrachteten 2{' [i' o J-Zerlegung , von 
den Uberdeckungsintervallen der zugehi:irigen 2{' [iI]-Uberdeckung, auf 
der rechten Seite wieder reichend bis x = ~ + LI', und im weiteren von 
denselben Intervallen wie die erste 2{' [ioJ-Zerlegung. 
Da die F-Werte einer 2{' [ioJ-Zerlegung eine absolute Differenz < 28 
haben, und die (~; c, d) uberdeckenden Zerlegungsintervalle in erster und 
zweiter Zerlegung in beiden F-Werten einen Beitrag von absolutem 
Werte < 8 liefern, wahrend der Beitrag von ?'o beidesmal derselbe ist, 
mussen die willkurlich gewahlten Werte von F[f; {2{' [i'o]; T}] eine abs. 
Differenz < 48 haben 57). Also existiert Ito' f dT. 
Analog folgt die Existenz von Iio" f dT. 
57) In Forme1n: 
IF1 [f; {~'[io]; T}]-F2[f; {~'[io]; T}]I < 2e 
oder 
also 
IF1[f; {~'[i/O]; T}]-F2[f; {~/[i'o]; T}]I < 2e+F1[lfl; {~/[il]; T}]+ 
+F2WI; {~/[il]; T}] < 4e. 
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Nehmen wir, umgekehrt, die Existenz der Integrale tiber i'o und i"o an. 
Dann gibt es bei willktirlich positivem e Riemann-Klassen W [i'o] und 
W [i"o], bei welchen ftir die (inneren) Punkte eines solchen Intervalles 
die zugeordneten Umgebungen ganz im Intervall enthalten sind, und mit 
(62) 
und 
(63) 
ISiO' IdT-F[f; {W [i'o];T}]I<e 
ISio"ldT-F[f; {W [i"o];T}]I<e. 
Zu dem linearen Intervall i1 = i 1(g; c, d) gibt es eine Riemann-Klasse 
W rid (§ 22) mit 
(64) F[I/I; {W [i1 ];T}]<e. 
Machen wir nun eine W [ioJ-Klasse dadurch, daB wir ftir die Punkte 
von io, ausgenommen die mit x=g und c-;;;'y-;;;.d, die Umgebungen aus 
W [i'o] und W[i"o] nehmen, wahrend als Umgebung eines Punktes mit 
x=g, c<y<d die Durchschnitte von io und seiner Umgebungen in 
W [i1 ], W [i'o] und W [i"o], als Umgebungen von (g, c) und (g, d) die 
Durchschnitte der zugehOrigen Umgebungen in W [i1], W [i'o] und W [i"o] 
genommen werden. Mit (62) bis (64) folgt sofort 
W[f; {W rio]; T}]- Sio' I dT- Sio" I dTI <3e. 
Also existiert das allgemeine Riemann-Integral tiber io, mit 
Sio I dT = Sio' I dT + Sio" I dT. 
Theorem 29. 1st I endlichwertig und allgemein R-integrierbar in 
bezug auf T tiber jedes (zweidim.) Intervall io(6, g2; 1')1, 1')2), so laBt das 
Integral sich definieren fiir jede Menge A EK. 1st A Summe von dis-
junkten Mengen: 
r 8 t u 
(65) A = ~ ip) + ~ ik(x) + ~ il(Y) + ~ {(Xm, Ym)}, 
;=1 k=l 1=1 m=l 
wobei die Intervalle i j (2) zweidim., die Intervalle ik(x) linear parallel zur 
x-Achse und die il(Y) linear parallel zur y-Achse sind, so sei 
SA I dT = ~ St;(2) I dT, 
(i) 
also jedenfalls 
= 0, falls Intervalle i/2) fehlen. 
Der Wert von SA I dT ist unabhangig von der gewahlten Zerlegung (65) 
von A. Fur die zum Korper K gehorenden Mengen ist das allgemeine 
R-Integral in bezug aul T eine beschrankt additive M engenlunktion. Ftir 
die G-, Igl- und «P-Integrale gibt es eine analoge Eigenschaft. 
§ 24. Beispiele. A. In R2 seien "P, «P, K, K o, T, G und g wie in 
§ 20; insbes. ist somit ftir jedes line are Intervall parallel zur x- oder 
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y-Achse und jede einen einzelnen Punkt enthaltende Menge immer 
T=O. Bei 8>0 ist dann fur ein offenes Intervall io(a,b;G,d)EKo 
eine 8-Zerlegung in bezug aut (rfJ oder) T von io eine Zerlegung in endlich 
viele Intervalle (also ohne gemeinsame innere Punkte), i(;j" ;;.; 'rjj" 'rj12) mit 
und 
T[i(a, b; 'rjj" 'rjj,)] < 8 
T[i(;j" ;12; G, d)]<e. 58 ) 
Bei einer in io beschrankten Funktion t lassen sich dann zu der 
8-Zerlegung III bezug auf T die Sum men 
bilden; die Summen liegen zwischen 
(67) L obere Grenze von t auf i(h, ;10; 'rjj" 'rjj,) xT[i( ... )] 
i(~il· ~i,; 'fJi,· 'fJi,) 
und 
(68) L untere Grenze von t auf i( ... ) xT[i( ... )]. 
i(~il· ~i.; '1i,· 1Ji,) 
Aus der 8-Zerlegung von io entsteht eine Riemann-Klasse me [io] 
dadurch, daB wir fur jeden Punkt (;j., 'rjj,) E i(;j" ;12; 'rjj" 'rjj,) die Umgebung 
i((;ia' 'rjj,)) C i(;j" ;j.; 'rjj" 'rjj,) wahlen, wahrend: 1° den Randpunkten von 
io in me [io] Umgebungen zugewiesen seien, die samtlich eine Menge 
bilden, deren Durchschnitt mit io Teil ausmacht von einer Teilmenge 
von i o, vom T-MaBe <8 und aufgebaut aus zwei an x=a bzw. x=b 
grenzenden Vertikalstreifen u(a, a+p; G, d) bzw. u(b-q, b; G, d) und zwei 
an y=G bzw. y=d grenzenden Horizontalstreifen v(a, b; G, G+r) bzw. 
v(a, b; d-8, d); 2° den weiteren Randpunkten der Intervalle der 8-Zer-
legung in me [io] Umgebungen zugewiesen sind, die Teil ausmachen von 
endlich vielen Vertikal- und Horizontalstreifen, die eine in io liegende 
Menge vom T-MaBe < 8 bilden. Die Werte der mehrdeutigen Riemann-
Summe fur die Funktion t (gemaB Def. b), F[t; {ms [io]; T}], werden 
dann, ebenso wie (66), immer zwischen (67) plus M· 38 und (68) minus 
M·38 liegen (M obere Grenze von Ifl in io). 
Fur eine monoton abnehmende und gegen Null konvergierende Folge 
von 8(n)-Werten gibt es eine Folge von 8(n)-Zerlegungen in bezug auf T 
von io, wobei jede Zerlegung durch Unterteilung aus der vorigen hervor-
geht, und aus welchen Riemann-Klassen ms(n) [io] entstehen mit den 
Eigenschaften des vorigen Absatzes in bezug auf den zugeh6rigen 8(n)-Wert, 
und mit me(n) [io] :) ms(n+ll [io]. 
58) Vergleiche unsere Arbeit in diesen Proceedings, Series A, 65 (1962), 
S. 369-384 und 489-498, speziell die Definition von s-Zerlegung auf S. 490 (§ 13), 
die bei den hier betrachteten T obige, einfache Form erhiHt. 
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Hat f ein Riemann-Stieltjessches Integral in bezug auf Tuber io, so 
haben fur die gegen Null konvergierende, abnehmende Folge {8(n)} die 
zugehOrigen Summen (66), (67) und (68) aIle das (gewohnliche) R.-S. 
Integral Sio (RS) f dT als Grenzwert 59). Da jedoch fur jedes n die Werte 
der mehrwertigen Riemann-Summe fur f, F[f; {Ille(n); T}], zwischen der 
zugehorigen Summe (67) plus M· 38(n) und der zugehOrigen Summe (68) 
minus M· 38(n) liegen, hat, nach Definition c, f auch ein allgemeines 
Riemann-Integral in bezug auf Tuber io gleich SiO (RS) f dT. Fur G, Igl 
und <P gilt dasselbe. 
Bemerkung. Da fur die in diesem Teil IV betrachtete Spezialklasse 
Sf von (<P- und) T-Funktionen jedes lineare Intervall parallel zur x- oder 
y-Achse ein T-MaB Null hat (§ 20), liefert fur eine auf einer sol chen 
Menge definierte, beschrankte Funktion das in Teil I, § 3, A. betrachtete 
R.-S. Integrationsverfahren in bezug auf T einen Integralwert Null, 
wie dies auch hier bei Anwendung des allgemeinen Riemann-Verfahrens 
der Fall war (§ 22, Th. 26). 
B. Fur eine zu io gehorende, nach Jordan T-meBbare Teilmenge H 
mit der charakteristischen Funktion CH ist 
das Jordansche T-MaB von H oder (!IT)J (H) = Sio (RS) CH dT; 60) 
hier ist nach A. das Integral auch als allgemeines Riemann-Integral in 
bezug auf T aufzulassen. 
O. P sei eine beschrankt additive, fur die zu io = io(a, b; c, d) ge-
horenden Teilintervalle definierte Intervallfunktion. In jedem Punkte 
(x, y) EO ~ sei P stetig [d.h. aus (x, y) EO f C ~ wobei rein Intervall mit 
elemtarem Inhalt m(r), folgt 
lim P[r] = 0]. 61) 
m(r)-+O 
Fur jedes Teilintervall von io mit T = 0 sei auch P = O. In jedem Punkte 
(x, y) EO io, auf dessen jeder Umgebung i((x, y)) T i= 0 ist, solI eine endliche 
Abl . D ITf l' P[i((x, y))] . t' [.(()). . ettung T; (X,y) r = 1m T [.(( ))] eXls wren t x, y 1st mn i«". v))-+(x.v) t x, y 
in io liegendes und sich in (x, y) zusammenziehendes Intervall, uber 
dessen Seitenverhaltnisse keinerlei Voraussetzungen gemacht sind]. In 
den Punkten eines offenen Intervalles mit T = 0 nehme man die T-
Ableitung von Pals unbestimmt (jedoch endlich) an. 
Dann hat DTP ein allgemeines Riemann-Integral uber io in bezug 
auf T gleich P[io]. 
59) Vergleiche loco cit. 58), §§ 15 und 7bis • 
60) Siehe J. RIDDER, Die Einfuhrung von beschrankt- und total-additivem Map I, 
II, diese Proceed., Series A, 59 (1956), S. 143-165. 
61) Dies impliziert nicht, daB r sich in (x, y) zusammenzieht. 
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Bemerkung. Anwendung der allgemeinen R-Integration liefert, nach 
Theorem 26, ftir jedes lineare Intervall C io als Integralwert Null; auch 
ftir jede Menge {(x, y)} C i o. Es liegt somit auf der Hand, ftir diese 
Mengen lJI den Wert Null zuzuweisen. 
Beweis. DaB die allgemeine Riemann-Integration III bezug auf T 
sich hier auf D T ; (x, y) lJI anwenden laBt, und dabei den Wert von lJI 
liefert, folgt aus der Stetigkeit von lJI und der Moglichkeit, bei positivem e, 
jedem Punkt (x, y) EO io eine Umgebung i((x, y)) C io zuzuweisen mit 
IlJI[u((x, y))]-DT;(x,y) lJI·T[u((x, y))]1 <e·T[u((x, y))] 
ftir jedes u((x, y)) C i((x, y)), u Umgebung von (x, y). 
Bemerkungen. 1. Ftir den Fall, daB T mit dem elementaren 
Inhalt m zusammenfallt, ftihrten wir in C.R. Soc. Sci Varsovie, classe III, 
28 (1935), p. 5-16 eine Denjoy-Perron Integration ftir Funktionen zweier 
Variablen ein, welche ebenfalls bei Anwendung auf Dm: (X,y) lJI als 
Integralwert lJI zurtick ergibt. Es ware interessant nachzugehen ob auch 
diese Integration sich als Spezialfall der allgemeinen Riemann-Integration 
betrachten laBt. 2. Die in bekannter Weise aus der Punktfunktion 
f(x, y)=yx2 sin 1/x2 (XioO), =O(x=O) hervorgehende additive Intervall-
funktion lJI hat in bezug auf den elementaren Inhalt m die Ableitung 
2x sin 1/x2-2/x cos 1/x2 (xioO, y willktirlich, O(x=O, y willktirlich); diese 
hat somit ein allgemeines Riemann-Integral tiber io( -1, + 1; -1, + 1) 
in bezug auf m, gleich dem zugehorigen Wert lJI(io) = 0, ohne tiber io 
absolut integrierbar im Lebesgueschen Sinne zu sein. 
D. 1st Heine Teilmenge von io = io(a, b; c, d) vom Lebesgueschen 
MaB Null, so hat ihre charakteristische Funktion CH(X, y) ein allgemeines 
Riemann-Integral tiber io in bezug auf T, und sein Wert ist Null; dabei 
ist T dann das elementare (zweidim.) MaB ftir die Mengen von K. 
Beweis. Wie von D. in I, § 3 (die Menge Eo fehlt auch hier). 
E. Mittels analoger Betrachtungen wie unter D. angegeben laBt sich 
ftir jede offene Teilmenge w von io beweisen, daB die charakteristische 
Funktion Ceo ein algemeines Riemann-Integral tiber io in bezug auf jedes 
T EO Sf (§ 20) hat, dessen Wert gleich dem zugehOrigen Lebesgue-Stieltjes-
schen T-MaB von wist 62). 
62) Man benutze Riemann-Klassen 2r[io], bei welchen jeder Punkt (x, y) E W 
eine Umgebung i((x, y)) C what, wahrend fUr jeden Punkt (x, Y) E io-w etwa io 
als Umgebung i((x, y)) gewahlt wird. 
